Definition og differentiation af de trigonometriske funktioner


[bookmark: MTBlankEqn]I kapitel 2 gav vi et intuitivt argument for at funktionen  er differentiabel og at . Vi skrev også, at det ”bevis” vi gav ikke kunne repareres til et korrekt bevis, men at man er nødt til at lægge vejen over integralregningen for at få et korrekt bevis. Det kan forekomme underligt, for søger man på nettet, finder man mange steder ”beviser” uden denne omvej. Men disse beviser er alle behæftet med fejl og mangler og bygger på cirkelslutninger. 



Som i al matematik må vi starte vejen frem mod differentiation af og  med præcise definitioner.

	



Den normale illustration til definitionen af sinus, cosinus og tangens er følgende, hvor vi har givet en vinkel som målt i radianer svarer til en buelængde x.  er da længderne af de angivne stykker, , og er længden af stykket . Det er en geometrisk tilgang, der er nyttig, når vi anvender de trigonometriske funktioner til beregninger af sider og vinkler. 
	[image: ]


Den samme figur anvendes også, når vi indfører de trigonometriske funktioner som modeller for svingninger. Det går normalt godt, men man skal passe på, da man her med det samme støder ind i det helt banale spørgsmål: Hvordan måler man egentlig længden x af buen fra B til P? 

Da buelængden er den uafhængige variable, er det helt centralt, at vi kan svare på det. Når vi tegner graferne af , så skal stykket x lægges ned på x-aksen. Hvordan gøres det? Intuitivt ser det let ud: Man tager en snor, lægger den langs cirklen, måler af og lægger så snoren stramt hen af 1. aksen. Det er et fint billede, men det kan man vist godt høre ikke er en matematisk definition, vi kan arbejde med. 

	Når vi går over i funktionernes verden, må vi give definitioner, som kan bruges i vores argumentation. Det grundlæggende problem er buelængden. Vi kan ikke bruge en snor som definition. Lad os vende tilbage til tegningen af enhedscirklen med nogle små ændringer:
Vi har erfaringer fra geometrien, hvor vi anvender den omvendte eller inverse funktion til sinus, når vi skal bestemme vinkler. Den omvendte funktion kaldes også arcusinus, arcsin:

	 	(*)
Læses denne fra højre mod venstre, har vi her buelængden ”frilagt”.
	[image: ]





I integralregning har vi lært,  at længden af stykket på grafen for f fra et punkt til et punktkan beregnes ved formlen

	 	(**)

Øvelse 1:  Enhedscirklen som graf for en funktion
Lad os se på den del af enhedscirklen, der ligger i den positive halvplan. 

a) Vis at denne er graf for funktionen:	 

b) Vis, at 			 

c) Vis, at vi ved omskrivninger kan få: 	 



Af udtrykket (*) har vi:  . Her er y den uafhængige variable, der normalt afsættes ud af 1. aksen. Vi lader y ligge hvor den gør, men husker altså, at 2. koordinaten er den uafhængige variabel. Gør vi det, kan vi se, at grafen for funktionen f ikke må løbe over i 2. kvadrant, så vi ser nu alene på 1. kvadrant. 

I beregningen af buelængden for grafen af f mellem punkterne er integrationsgrænserne den uafhængige variabel, dvs her 0 og y, så vi får:

		Vi har skiftet variabelnavn, for at undgå forvirring

		Indsæt resultatet fra øvelse 1


		Vi har indsat fra (*)

Her har vi altså en formel til beregning af buelængden på enhedscirklen, og dermed en formel for den omvendte funktion til sinus. Men sinus selv er jo den omvendte til arcussinus. Altså kan vi nu få fast grund under fødderne ved at gøre følgende:

	Definition af arcsin og af sin og cos


1. Funktionen arcsin defineres som:		,    

2. Funktionen sin defineres som den omvendte til arcsin: 	 

3. Funktionen cos defineres ud fra sin: 		 



Bemærkning 1: Arcsin er defineret som buelængden på enhedscirklen fra  op til hvor vi finder 2. koordinaten. Så det er den samme sammenhæng, som vi kender og har set ovenfor, men nu med en præcis definition.

Bemærkning 2: Ud fra nr. 3 får vi fx også:  

Argumentation for, at definitionen giver mening:
Monotont voksende eller monotont aftagende funktioner har omvendte funktioner – når de er monotone er der nemlig ingen tvivl om, hvor et givet y kommer fra. En funktion er monoton, hvis den afledede er enten rent positiv eller rent negativ. Vi undersøger arcsin:

		(Analysens hovedsætning)
Det sidste udtryk er klart positiv, så funktionen er monoton og definitionen giver god mening.

	Sætning 1: Differentiation af sinus og cosinus
Funktionerne sin og cos er begge kontinuerte og differentiable, og 

	 


Bemærkning: Vi indfører nu den normale betegnelse x for den uafhængige variabel.

Bevis
Arcsin funktionen er ud fra definitionen som et integral af en kontinuert funktion selv differentiabel og dermed også kontinuert. 

Differentiabilitet betyder lokalt lineær. Omvendte funktioner ”arver” grafer, der spejles i linjen. Derfor er sinus også lokalt lineær, dvs både differentiabel og kontinuert. Cosinus er en sammensat funktion af differentiable funktioner og derfor også selv differentiabel og kontinuert.


Vi udnytter nu samme teknik, som vi anvendte, da vi beviste, hvordan man differentierer  i Hvad er matematik? 2, kapitel 5B:

	 	Omvendte funktioner ophæver hinanden

		Når funktionerne er ens, er de afledede ens

	 	Reglen for sammensat differentiation


	 	Anvend viden om  

		Anvend ”Pythagorasformlen” for cos og sin



		cos(x) er positiv i området fra  til 

		Gange igennem med cos(x)
Hvilket var den første formel.
Bemærkning: Hvis man kender formlen for differentiation af den omvendte funktion, kunne man have anvendt den. Men det er faktisk nogenlunde samme argumentation og udregning.

Øvelse 2: Differentiation af cosinus

Udnyt definitionen:  og sammensat differentiation til at vise punkt 3.

Øvelse 3: Differentiation af tangens


Udnyt formlen for differentiation af en brøk:  til at udlede en formel for differentiation af tangens,  

Vi kan nu også bevise: 
	Sætning 2: En vigtig grænseværdi.


Der gælder:   	 , eller: 	.


Bemærkning: Det er denne formel, der anvendes i mange af de forkerte beviser for differentiation af sinus. Men beviset for formlen anvender kendskab til differentiation af sinus, så beviserne rummer således cirkelslutninger. 

Øvelse 4: Hjælpeformler til beviset for sætningen

a) Bevis, at funktionen er voksende. Det kan ses ved at differentiere.



b) Bevis, at funktionen i intervallet  har minimum 1 og maksimum .

c) Udnyt;  , samt at både sin og arcsin er kontinuerte til at vise:



 Bevis for sætning 2
Vi tager udgangspunkt i definitionen af arcussinus:

	
Integralet kan fortolkes som arealet under grafen for den positive funktion. Dette areal er større end det vi får ved at erstatte integranden med minimum, og mindre end det vi får ved at erstatte integranden med maksimum. Så integralets værdi ligger i intervallet:

	 

Omskriv:	



Når  vil  , og derfor vil også  
Sammenhængen mellem arcussinus og sinus er:

	 
Indsættes dette får vi endelig:

	, 	hvilket svarer til, at:

	
Hermed er beviset slut!
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